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Resumen
Se estudia la existencia de solución débil para un problema no lineal con el operador p-Laplaciano fraccionario
para el caso donde el orden de la derivada fraccionara es 1p < α < 1, 1 < q < p − 1, con 2 < p <∞, luego usando el método de minimización llamado V ariedad de Nehari y su importante relación con los
Fibering Maps, los cuales se definen de la forma t→ Jλ(tu), donde Jλ es el funcional asociado al problema no
lineal a estudiar, se obtiene el resultado principal.
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Abstract
We study the existence of weak solution for a non-linear problem with fractional p-Laplacian operator for the case
where the order of the fractional derivative is 1p < α < 1, 1 < q < p − 1, with 2 < p < ∞, then using the
minimization method called Nehari Manifold and its important relationship with the Fibering Maps, which
is defined in the form t → Jλ(tu), where Jλ is the functional associated to the non-linear problem to be studied,
the main result is obtained.
Keywords. Fractional Calculus, Nehari Manifold, Fibering Maps
1. Introducción. La idea de generalizar la noción de derivada de orden entero para derivadas de orden no
entero, surgió con el nacimiento del propio Cálculo Clásico. Fue el propio Leibniz al inventar la notación d
n
dxn f(x),
y posiblemente por un simple deseo de jugar con los símbolos, lo que motivó, en 1965, al Marqués de L’Hôpital
a preguntarle ¿Qué sucedería en el caso de ser sustituida n por 12 ? Leibniz respondió de modo intuitivo que está
aparente paradoja permitiría en el futuro extraer interesantes consecuencias [22, 23]. Más adelante alcanzó una
estructura matemática convincente gracias a la contribución de matemáticos de renombre como Riemann, Liou-
ville y Abel. Fue Abel quien por primera vez aplicó el cálculo fraccionario en física, al solucionar una ecuación
integral que se originó en la formulación del llamado problema de la Tautócrona y hasta el siglo XIX fue un asunto
que sólo trataron algunos eminentes matemáticos, tales como Euler, Laplace, Fourier, Liouville, Riemann y Abel,
entre otros [27]. Este formalismo matemático encuentra aplicaciones en áreas como viscoelasticidad, electrónica,
reacciones químicas y biología [21]. Actualmente existen gran cantidad de publicaciones con aplicaciones del
cálculo fraccionario en viscoelasticidad, mecánica cuántica , biología, semiconductores, propagación de ondas
electromagnéticas y materiales [7, 14, 15, 17, 25, 31], también se relaciona con los fenómenos de transporte por
convección-difusión cuya importancia ha si sido reconocida en muchos campos de la ingeniería y las ciencias
aplicadas [2], por ejemplo investigaciones importantes de vertidos de contaminantes en ríos, almacenamiento
geológico profundo de residuos nucleares, problemas en biología marina, intrusión de sal marina en un estua-
rio, problemas en ingeniería agrícola como puede ser la predicción del movimiento de pesticidas y fertilizantes a
través del suelo [1, 9, 10, 13, 18, 19].
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El planteamiento de los métodos variacionales es encontrar soluciones de un determinado problema de fron-
tera mediante la búsqueda de los puntos críticos de un funcional de energía definido en un espacio de funciones
apropiadas, para luego demostrar que son soluciones débiles del problema planteado y con la teoría de la re-
gularidad se puede obtener souciones fuertes. Torres [26] estudia la existencia de solución para un problema de
Dirichlet con derivadas fraccionaria mixtas obteniendo existencia de soluciones no triviales utilizando los méto-
dos variacionales y el teorema del paso de la montaña, asimismo, Chen et al. [3] estudian un problema de frontera
con derivadas fraccionarias usando la teoría de puntos críticos y Meilan et al [16] estudian existencia de solución
débil a través del método de la variedad de Nehari y el teorema Arzela-Ascoli, lo frecuente en estos estudios es
reducir el problema de existencia de soluciones a uno de busqueda de puntos críticos de un funcional de energía.
Motivado por las investigaciones antes mencionadas y en particular por el estudio de Meilan at al [16],
se pretende contribuir con el desarrollo de esta nueva área en la teoría de ecuaciones diferenciales fraccionarias
proponiendo estudiar una ecuación diferencial con derivada fraccionaria para el caso unidimensional formulando
así el siguiente problema:
xD
α
T (| 0Dαxu(x)|p−2 0Dαxu(x)) = λ|u(x)|p−2u(x) + b(x)|u(x)|q−1u(x), ∀x ∈ [0,Λ]
u(0) = u(Λ) = 0
(1.1)
Donde: 1p < α < 1, y 1 < q < p−1, con 2 < p <∞ yDα denota las derivada fraccionaria de Caputo [6],
b(x) es una función no negativa y b ∈ L∞(Ω).
El problema no lineal ha sido ampliamente estudiado, tanto en el caso estacionario y de evolución en el
tiempo por Meilan et al [16] y un problema similar es estudiado por Drabek et al [5], Meilan et al [16] estudiaron
la existencia de soluciones débiles para el caso entero del problema (1.1), y luego estudiaron el problema no
estacionario con derivada temporal fraccionaria. Pero el estudio matemático de existencia de soluciones débiles
para la derivada espacial fracionaria no ha sido estudiado, por lo que se abordará en éste artículo. Lo cual es
importante porque permite en un próximo trabajo estudiar existencia de solución débil de la ecuación diferencial
asociada al problema (1.1), que seria de tipo parobólico con variable temporal y espacial fraccionaria.
Este documento está organizado de la siguiente manera. En la sección 2 se presentan los conceptos de in-
tegral y derivada fraccionaria, espacio fraccionario, definición y propiedades la V ariedad de Nehari y los
Fibering Maps. En la sección 3 se demuestra el teorema obtenido como resultado principal.
2. Preliminares.
En esta sección, se establece las definiciones básicas del cálculo fraccionario que usaremos más adelante siguien-
do el objetivo del documento.
Definición 1. Sea u una función definida en el intervalo cerrado [a,b]. La integral fraccionaria de Riemann-









Definición 2. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden α ∈ R+ por la izquierda y de-
recha para la función u, denotadas por aDαt u(t) y tD
α






t u(t) y tD
α











(t− s)α−1u(s)ds; n ∈
N, t ∈ [a, b] y n− 1 ≤ α < n.
Definición 3. La derivada fraccionaria de Caputo de orden α ∈ R+ por izquierda y derecha para la función





































en particular, si α ∈ (0, 1) se tiene caDαt u(t) =a Dαt (u(t)−u(a)) y ctDαb u(t) =t Dαb (u(t)−u(a)) Las derivadas
fraccionarias de Caputo se definen a través de las derivadas fraccionarias Riemann-Liouville [26, 32].
Teorema 1. Sea n ∈ N y n − 1 < α < n. Si u es una función definida en [a, b] para lo cual las derivadas






b u(t) de orden α ambas existen con las derivadas fraccionarias de
Riemann-Liouville aDαt u(t) y tD
α










Γ(k − α+ 1)(t− a)
k , t ∈ [a, b], (por la izquierda)










Γ(k − α+ 1)(b− t)
k , t ∈ [a, b], (por la derecha)








Γ(k − α+ 1)(t− a)








Γ(k − α+ 1)(b− t)
k , t ∈ [a, b]
Demostración: Para la demostración ver [26]
Lema 1. Sea 0 < α ≤ 1 , 1 ≤ p <∞. Para cualquier u ∈ Lp[0, T ], se tiene
(2.1) ‖ 0Iαξ u‖Lp[0,t] ≤
tα
Γ(α+ 1)
‖u‖Lp[0,t], para todo ξ ∈ [0, t], t ∈ [0, T ]
Demostración: Ver demostración en [26].
Teorema 2. Propiedades de la integral fraccionaria de Rimmann-Liouville.
(1) Tenemos aIαt (aI
β






b ) = tI
α+β
b , ∀α, β > 0





t u(t)) = u(t), c.t.p. t ∈ [a, b] y tDαb (tIαb u(t)) = u(t), c.t.p. t ∈ [a, b].
(3) Para n − 1 < α < n, si las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville aDαt u(t) y tDαb u(t), de la
























Γ(α− k + 1) ,
para t ∈ [a, b]










b v(t)dt, α > 0, siempre que









b v(t)dt, 0 < α ≤ 1,
siempre que las condiciones: u(a) = u(b) = 0, u′ ∈ L∞[a, b], v ∈ L1[a, b] ó
u(a) = u(b) = 0, v′ ∈ L∞[a, b], u ∈ L1[a, b], se cumplan.
(5) Sea 0 < 1p < α ≤ 1 y u(x) ∈ LP [a, b], entonces 0Iαt u(t) es Holder continua sobre [0, T ] con exponente
α − 1p y l´ım
t→0+ 0
Iαt u(t) = 0. Consecuentemente, 0I
α
t u(t) puede ser extendido continuamente por 0 en
x = 0.
Demostración: Para la demostración ver [32]
2.1. Espacio de derivadas fraccionarias. Se considera el Lema 1 y resultados de [26, 32]. Para cualquier












y ‖u‖∞ = ma´x
t∈[0,T ]
|u(t)|.
Definición 4. Sea 0 < α ≤ 1 y 1 < p < ∞. El espacio de derivadas fraccionarias Eα,p0 es definido por
Eα,p0 = {u ∈ Lp[0, T ] : 0Dαt u ∈ Lp[0, T ], u(0) = u(T ) = 0} = C∞0 [0, T ]
‖.‖α,p







| 0Dαt u(t)|pdt, ∀u ∈ Eα,p0
Observación 1. Para cualquier u ∈ Eα,p0 , observando el hecho de que u(0) = 0, tenemos caDαt u(t) = aDαt u(t), t ∈
[0, T ], según Teorema 1.
Demostración: Para la demostración ver [32].
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Proposición 1. Sea 0 < α ≤ 1 y 1 ≤ p <∞. El espacio derivado fraccionarioEα,p0 es un espacio de Banach,
separable y reflexivo.
Demostración: Para la demostración ver [11].
Lo siguiente son propiedades del espacio fraccionario Eα,p0 .
Lema 2. Sea 0 < α ≤ 1 y 1 ≤ p <∞. Para cualquier u ∈ Lp[0, T ] tenemos
(2.3) ‖0Iαξ u‖Lp[0,t] ≤
tα
Γ(α+ 1)
‖u‖Lp[0,t], para ξ ∈ [0, t], t ∈ [0, T ].
Demostración: Para la demostración ver [11].
Proposición 2. Sea 0 < α ≤ 1 y 1 ≤ p <∞. Para todo u ∈ Eα,p0 , tenemos




Si α > 1 y 1p +
1
q = 1, entonces
(2.5) ‖u‖∞ ≤ T
α−1/p
Γ(α)((α− 1)q + 1)1/q ‖0D
α
t u‖Lp
Demostración: Para la demostración ver [12].
Observación 2. De acuerdo a la Proposición 2 se tiene que la norma ‖.‖Eα,p0 del espacio fraccionario E
α,p
0






Demostración: Para la demostración ver [28] .
A partir de ahora denotamos ‖.‖Eα,p0 como ‖.‖α,p .
Observación 3. Por otra parte de (2.5) tenemos
‖u‖∞ ≤ T
α−1/α




Γ(α)((α− 1)q + 1)1/q ‖0D
α
t u(t)‖α,p
es decir Eα,p0 está inyectado continuamente en C[0, T ] para α >
1
p .
Demostración: Para la demostración ver [32].
Proposición 3. Sea 0 < α ≤ 1 y 1 ≤ p <∞. Asumamos que α > 1p y la sucesión {uk} converge débilmente
a u en Eα,p0 , ie, uk ⇀ u. Entonces uk → u en C[0, T ], ie, ‖uk − u‖∞ → 0, k →∞.
Demostración: Para la demostración ver [12].
Teorema 3. Sea α ∈ 〈0, 1〉, entonces la inyección continua Eα,p0 ↪→ Lp[0, T ] es compacta.
Demostración: Para la demostración ver [26].
2.2. Problema No Lineal. Consideremos el problema:
xD
α
T (| 0Dαxu(x)|p−2 0Dαxu(x)) = λ|u(x)|p−2u(x) + b(x)|u(x)|q−1u(x), ∀x ∈ [0,Λ]
u(0) = u(Λ) = 0
(2.6)




























para todo v ∈ Eα,p0 .





Λ(| 0Dαxu(x)|p−2 0Dαxu(x)) = λ|u(x)|p−2u(x), para x ∈ [0,Λ]
u(0) = u(Λ) = 0,







, u 6= 0. Ver [29]
Lema 3.
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(i) Suponga que λ < λ1; entonces Jλ es acotado inferiormente en E
α,p
0 .
(ii) Si λ > λ1, entonces Jλ no es acotado inferiormente.
Demostración:













































Por lo tanto, Jλ es acotado inferiormente en E
α,p
0 cuando λ < λ1.
(ii) Ahora si λ > λ1. Sea φ la eigenfunción asociada al autovalor principal λ1, esto es (φ, λ1) es una solución








Procediento de igual forma que (i) y tomando el límite a Jλ(tφ1) cuando t→∞ se tiene
l´ım

















se obtiene que l´ım
t→∞ Jλ(tφ1) = −∞, por lo tanto Jλ no es acotado inferiormente en E
α,p
0 .
2.3. Variedad de Nehari. Consideremos el siguiente subconjunto de Eα,p0
Nλ = {u ∈ Eα,p0 : 〈J ′λ(u), u〉 = 0, u 6= 0}
denominado V ariedad de Nehari, donde 〈 , 〉 denota la dualidad usual. Observe que si u es un punto crítico










Proposición 4. [4] El conjunto Nλ es no vacío y es una subvariedad de Eα,p0 .
2.4. Operador Fibering Maps. Consideremos las funciones reales de variable positiva de la forma: φu(t) :
t → Jλ(tu) (t > 0), estas funciones se conoce con el nombre de Fibering Maps y son denominados asi por
Drabek y Pohozaev [5]. Así para cada u ∈ Eα,p0 se tiene



















φ′′u(t) = (p− 1)tp−2
∫
[0,Λ]




El siguiente lema es decisivo en la relación entre la V ariedad de Nehari y los Fibering Maps, pues garantiza
una correspondencia entre los puntos críticos de φu y los elementos de Nλ.
Lema 4. Sea φu el operador definido en (2.11), con con t > 0 y sea u ∈ Eα,p0 , entonces:
(i) u ∈ Nλ si y solo si φ′u(1) = 0
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b(x)|u|q+1dx = J ′λ(u)u
(ii) Veamos primero (⇐)











(| 0Dαxu(x)|p − λ|u(x)|p) dx− tq+1
∫
[0,Λ]
b(x)|u(x)|q+1dx = J ′λ(tu)tu
(⇒) Como tu ∈ Nλ se tiene












(| 0Dαxu(x)|p − λ|u(x)|p) dx−tq
∫
[0,Λ]
b(x)|u(x)|q+1dx = φ′u(t), con t > 0
De esta forma, se sabe que u ∈ Nλ, si y solo si , φ′u(1) = 0 y es natural dividir la V ariedade de Nehari en
tres conjuntos disjuntos. Note que, de (2.12) y (2.13), se tiene









φ′′u(t) < 0 ⇔
∫
[0,Λ]




Se puede entonces definir de Nλ tres conjuntos como: N+λ =
{



















λ que corresponde a los puntos de mínimo local, máximo local y de inflexión de φu respectiva-
mente.








Sea u ∈ Eα,p0 y si φ′u(t) = 0 se concluye que:






(| 0Dαxu(x)|p − λ|u(x)|p)dx
] 1
(p−1−q)
Así, este punto crítico es un mínimo cuando tu ∈ N+λ si y solo si B(u) > 0 y es es un máximo cuando
tu ∈ N−λ si y solo si B(u) < 0.
(ii) Si R(u) y B(u), tienen signos opuestos, entonces φu no tiene puntos de inflexión, por esta razón no hay
múltiplos de u en Nλ.
Por lo tanto si definimos: L+(λ) =
{
u ∈ Eα,p0 : ‖u‖ = 1,
∫
[0,Λ]









. Análogamente, se define L−(λ), L0(λ), B− y B0 al
reemplazar “> 0” por “< 0” ó “= 0”. Según sea apropiado, se tiene lo siguiente:
(i) Si u ∈ L+(λ) ∩B+, entonces t→ φu(t) tiene un mínimo local t = tu y tuu ∈ N+λ .
(ii) Si u ∈ L−(λ) ∩B−, entonces t→ φu(t) tiene un máximo local t = tu y tuu ∈ N−λ .
(iii) Si u ∈ L+(λ) ∩B−, entonces t→ φu(t) es estrictamente creciente y ningún múltiplo de u esta en Nλ.
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(iv) Si u ∈ L−(λ)∩B+, entonces t→ φu(t) es estrictamente decreciente y ningún múltiplo de u esta en Nλ.
El siguiente lema garantiza que un punto crítico, u ∈ Nλ, del funcional Jλ restringido a la V ariedad de Nehari
tal que u /∈ N0λ es en realidad un punto crítico en Eα,p0 .
Lema 5. Suponga que u0 ∈ Nλ es un punto local máximo o punto local mínimo para Jλ en Nλ, y que
u0 /∈ N0λ; entonces u0 es un punto crítico de Jλ, es decir J ′λ(u0) = 0 en (Eα,p0 )∗. Demostración: Si u0 es un




(| 0Dαxu(x)|p − λ|u(x)|p − b(x)u(x)q+1) dx
de ahí, por la teoría de multiplicadores de Lagrange, existe µ ∈ R tal que








(2.15) 〈J ′λ (u0) , u0〉Eα,p0 = µ〈r′λ (u0) , u0〉Eα,p0 ;
puesto que u0 ∈ Nλ, se tiene 〈J ′λ (u0) , u0 〉 = 0 y
〈r′λ(u0), u0〉Eα,p0 = p
[∫
[0,Λ]
(| 0Dαxu0(x)|p − λ|u0(x)|p) dx
]









luego, si u0 /∈ N0λ , y 〈r′λ(u0), u0〉X 6= 0 y por (2.15) la única posibilidad es µ = 0. Esto completa la prueba.
2.5. Propiedades de la Variedad de Nehari. En esta sección, vamos a discutir el rol fundamental que desem-
peña la condiciónL−(λ) ⊆ B− en la determinación de la naturaleza de la V ariedad deNehari. Cuando λ < λ1,∫
[0,Λ]
(| 0Dαxu(x)|p − λ|u(x)|p) dx > 0, para todo u ∈ Eα,p0 y L+(λ) = {u ∈ Eα,p0 : ‖u‖ = 1} y L−(λ) = ∅
, L0(λ) = ∅, cuando λ = λ1, se tiene L−(λ) = ∅ , L0(λ) = {φ1} y cuando λ > λ1, L−(λ) se convierte en no
vacio y se hace cada vez más grande a medida que λ aumenta.
Teorema 4. Suponga que existe λˆ tal que, para todo λ < λˆ, L−(λ) ⊆ B−. Entonces, ∀λ < λˆ, se cumple que
(i) L0(λ) ⊆ B− y así L0(λ) ∩B0 = ∅ .
(ii) N+λ , es acotado.
(iii) 0 /∈ N−λ , y N−λ es cerrado.
(iv) N+λ ∩N−λ = ∅.
Demostración: Para la demostración revisar [16]
Teorema 5. Suponga que existe λˆ tal que, para todo λ < λˆ, L−(λ) ⊆ B−. Entonces, ∀λ < λˆ, se cumple que
(i) Jλ es acotado inferiormente en N+λ
(ii) ı´nf
u∈N−λ
Jλ(u) > 0, a condición de que N−λ es no vacio.
Demostración: Para la demostración revisar [16]
3. Resultado.
Teorema 6. Supongamos que L−(λ) ⊆ B−(λ) para todo λ < λˆ; entonces ∀λ < λˆ
(i) Existe un punto minimizante para Jλ en N+λ
(ii) Existe un punto minimizante para Jλ en N−λ siempre que L−(λ) es no vacio.
Demostración:
(i) Por el Teorema 5, Jλ es acotado inferiormente en N+λ , por definición de ínfimo, existe {un} ⊆ N+λ una
sucesión minimizante tal que l´ım





















para todo n, se tiene Jλ(un) < 0, además, por la parte (ii) del Teorema 5, N+λ es acotado, de ahí
suponga un ⇀ u0 en E
α,p
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Por Teorema 4, L0(λ) ⊆ B−, L−(λ) ⊆ B− y B− ∩B+ = ∅. Así, u0‖u0‖ ∈ L+(λ) ∩B+ y por resultados
anteriores se obtiene que φu0 tiene un único mínimo en t(u0) tal que t(u0)u0 ∈ N+λ . Ahora, demostrar
que u0 está en la V ariedad de Nehari. Para eso, supongamos un 9 u0 en Eα,p0 , entonces∫
[0,Λ]






































Como φu0 tiene un único mínimo en tu0 tal que tu0u0 ∈ N+λ , se sigue que
φu0(tu0) = Jλ(t(u0)u0) < φu0(t), ∀ t ∈ R+,
en particular vale la desigualdad para t = 1,
(3.2) Jλ(tu0(u0)u0) < Jλ(u0)
Luego por (3.1) y (3.2), se tiene que Jλ(t(u0)u0) < Jλ(u0) < l´ım
n→∞ Jλ(un) = ı´nfu∈N
+
λ
Jλ(u) lo cual es
imposible, pues tu0u0 ∈ N+λ . Por lo tanto un → u0 en Eα,p0 y así u0 ∈ N+λ , luego, se sigue que u0 es un
punto minimizador para Jλ en N+λ .
Por otro lado Jλ(u) = Jλ(|u|) y podemos asumir que u0 es no negativo en [0,Λ], por lo tanto Jλ(u0) <
0, u0 es un punto mínimo local para Jλ en N+λ . Sigue del Lema 5 que u0 es un punto crítico de Jλ y asi
es una solución débil del problema de contorno (2.6).
(ii) Sea {un} ⊆ N−λ una sucesión minimizante para Jλ en N−λ , luego de el Teorema 5, se tiene que
l´ım
n→∞ Jλ(un) = ı´nfu∈N−λ




‖un‖ , siendo, {Jλ(un)} acotada, se sigue que
{∫
[0,Λ]




























b(x)|v0(x)|q+1dx = 0. Si vn → v0 en Eα,p0 , vemos que v0 ∈ L0(λ) ∩ B0 lo cual es







| 0Dαxvn(x)|p − λ|vn(x)|pdx = 0 Por lo tanto, v0 6= 0 y
v0
‖v0‖ ∈
L−(λ) ∩ B0, lo que es imposible nuevamente. Asi {un} es acotada y por eso se puede asumir que
un ⇀ u0 en E
α,p















n→∞ Jλ(un) < 0;
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[0,Λ]


























Además, t(u0)un ⇀ t(u0)u0, pero t(u0)un 9 t(u0)u0 enEα,p0 , luego Jλ(t(u0)u0) < l´ımn→∞ Jλ(t(u0)un).
Como el operador t→ Jλ(t(un), alcanza su máximo en t = 1
l´ım
n→∞ Jλ(t(u0)u0) ≤ l´ımn→∞ Jλ(un) = ı´nfu∈N−λ
Jλ(u)
Por lo tanto, Jλ(t(u0)u0) < ı´nfu∈N−λ Jλ(u), lo cual es una contradicción. En ese sentido, un → u0 en
Eα,p0 y se sigue que u0 es un punto minimizador para Jλ(u) en N
−
λ .
Desde que Jλ(u) = Jλ(|u|), podemos asumir que u0 es no negativo en [0,Λ]. Dado que N−λ es cerrado
u0 es un punto mínimo local para Jλ en Nλ. Sigue del Lema 5 que u0 es un punto crítico de Jλ, y así es
una solución débil de problema 1.1.
4. Conclusiones.
En este artículo, se discute la existencia de solución débil para un problema no lineal con el operador p-Laplaciano
fraccionario, definido en un adecuado espacio de funciones con sus respectivas propiedades. Primero se analiza
el comportamiento del funcional asociado al Problema (1.1) para luego utilizar la importante relación entre la
V ariedad de Nehari y los Fibering Maps y estudiar las propiedades de la V ariedad de Nehari que permiten
demostrar Teorema 6 que asegura el resutado principal.
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